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@ Fonctions nulle part dérivables

@® Régulartié ponctuelle

©® Ondelettes
O Analyse multifractale

@ Analyse multifractale ailleurs
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Fonctions nulle part dérivables

Soit U un ouvert de R. Une fonction f : U — R est dérivable en un point zo € U sila

limite
1 £@) = fl@o)
T—>T0 T — X0

existe et est finie. On la note f/(xo).

En particulier, toute fonction dérivable est continue. Par contre...
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Fonction de Takagi (1903) : On considere dans un premier temps la fonction

O(x) = dist(z, Z)
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Fonctions nulle part dérivables

+oo —+oo
=> 0,(x) Z —dlst ", 7)
n=0
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Fonctions nulle part dérivables

+oo
= Z O, (x Z —dlst )

T est continue :

e dist(2"z,Z) <  etdonc @, (z) < 5t

— 2n+1

® | a série qui définit T est donc uniformément convergente par le critére de
Weierstrass.

® Pour tout n, ®,, est continue donc T I'est également.

C. Esser
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Fonctions nulle part dérivables

Pour montrer que T est non-dérivable, on va mettre a défaut le critére ci-dessous.
Critére

Si f est dérivable en z, alors pour toutes suites (2, )nen €t (yn)nen qui convergent
vers z et telles que z,, < = < y,, pour tout n, on a

e S
Démonstration.
Cela découle de
f(y’ﬂ) : f(x") _ f’(x)
Yn In
1 (yn) = F(@) + F(@) = f(@n) = F'(@)(yn — 2 + 2 — x0)|
Yn — Tn
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Fonctions nulle part dérivables

Pour montrer que T est non-dérivable, on va mettre a défaut le critére ci-dessous.
Critére

Si f est dérivable en z, alors pour toutes suites (2, )nen €t (yn)nen qui convergent
vers z et telles que z,, < = < y,, pour tout n, on a

e S
Démonstration.
Cela découle de
f(y’ﬂ) : f(x") _ f’(x)
Yn In
1 (yn) = F(@) + F(@) = f(@n) = F'(@)(yn — 2 + 2 — x0)|
Yn — Tn

1/ (yn) = f(@) = f'(@)(yn = 2)| | 1/ (@) = f(zn) = f'(2) (@ = 2n)]

Yn — Tn Yn — Tn

IN
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Fonctions nulle part dérivables

Pour montrer que T est non-dérivable, on va mettre a défaut le critére ci-dessous.
Critére

Si f est dérivable en z, alors pour toutes suites (2, )nen €t (yn)nen qui convergent
vers z et telles que z,, < = < y,, pour tout n, on a

Jm e =),
Démonstration.
Cela découle de
Hud 2 J) gy
|f(yn) = f(z) + f(z) — f(zn) = f(@)(yn — 2+ 2 — 25|
Yn — Tn
< ) = f(@) = /(@) (Yn — 2] + |f(z) = f(zn) = f'(z) (2 — 2n)]
- Yn — Tn Yn — Tn
flyn) — flx) f@) — flzn)
< ‘W—f@)“i"ﬁ—f@)
puisque Yy, — Ty > Yn —x ety, —xHy > — ). O
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Danslecasde T = Y ®, : Fixons = € R. Pour toutn € N, soit k € N tel que
k

k+
~—~ ~———
Tn Yn
On s’intéresse a
T'(yn) — T'(zn) T(5L) - T(5)
Yn — Tn a k_—tbl - &

o = = E DA
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Danslecasde T = 57

o @n : Fixons x € R. Pour tout n € N, soit k € N tel que

k k+1

— <

~~ S—~—
Tn yn
On s’intéresse a
T(yn) — T'(zn) T(5L) —T(%)
Yn — T k—tl 2%
J’_

o = (I)m(%)—(l)m(%)
B k+1 _ Kk

o =3 = DA
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Danslecasde T = 57

o @n : Fixons x € R. Pour tout n € N, soit k € N tel que

k < k+1

o =TS
~~ SN—~—
Tn Yn
On s’intéresse a
T(yn) B T(xn) _ T(%) T(2L")
Yn — Tn k2n1 - Qin
n—1
o (I)m(%) B (I)m(QLn)
- k+1 _ k.

o = = E DA
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Fonctions nulle part dérivables

Danslecasde T = Y ®, : Fixons = € R. Pour toutn € N, soit k € N tel que

k k+
2 ST o
~~ N~
Tn Yn
On s’intéresse a
T(yn) = T(xn) _ TCOF) —T(5)
Yn — Tn % - zﬁn
-1
_ 3 q)m(kgtl)_q)m(zﬁn)
B k+1 k.
m=0 2n 2n
n—1
= +1.
m=0

Cette série diverge grossiérement et le critere permet donc de conclure que 7" n’est
pas dérivable en .
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Fonctions nulle part dérivables

Sin €N, soitn = ;;08 bj(n)27 avec b; € {0,1} sa décomposition en base 2. La

somme des chiffres de n est donnée par
“+00
s(n) = _bj(n) = #{j : bj(n) = 1}.
j=0

On définit la fonction sommatoire par

0<n<z
Alors
xlogy
2

ou le terme d’erreur O est une fonction continue et nulle part dérivable qui fait
intervenir la fonction de Takagi (Trollope 1968).

S(z) = + O(x)
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Fonctions nulle part dérivables

“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable
des fonctions continues qui n’ont point de dérivées”
(Correspondance de Hermite a Stiltjes, 1893)
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Fonctions nulle part dérivables

“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable
des fonctions continues qui n’ont point de dérivées”
(Correspondance de Hermite a Stiltjes, 1893)
Et pourtant...
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Fonctions nulle part dérivables

“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable
des fonctions continues qui n’ont point de dérivées”
(Correspondance de Hermite a Stiltjes, 1893)

Et pourtant...

Traffic Internet

P Abry, S. Jaffard, H. Wendt 2012



Fonctions nulle part dérivables

“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable
des fonctions continues qui n’ont point de dérivées”
(Correspondance de Hermite a Stiltjes, 1893)

Et pourtant...

Signaux financiers
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Fonctions nulle part dérivables

“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable
des fonctions continues qui n’ont point de dérivées”
(Correspondance de Hermite a Stiltjes, 1893)

Et pourtant...

Signaux biomédicaux

Trooz Cyclisme
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Fonctions nulle part dérivables

“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable
des fonctions continues qui n’ont point de dérivées”
(Correspondance de Hermite a Stiltjes, 1893)

Et pourtant...

Tissus urbains

Une fracrale engendrée par un processus aléatoire (a gauche)
en comparaison avec la surface batie de Paris (a droite)

g

%0,
FH*
e

- an

P. Frankhauser 1994

C. Esser Zoom sur I'analyse multifractale BSSM — Ao(it 2022

9/52



Fonctions nulle part dérivables

“Si les fonctions a dérivée sont les plus simples, les plus a faciles a traiter, elles sont
pourtant I'exception ; ou, si I'on préfére un langage géométrique, les courbes qui n’ont
pas de tangente sont la régle, et les courbes bien reguliéres, telles que le cercle, sont

des cas fort intéressants, mais tres particuliers [...] Au premier abord, de telles
restrictions semblent n’étre qu’un exercice intellectuel, ingénieux sans doute, mais en
définitive artificiel et stérile, ou se trouve poussé jusqu’a la manie le désir d’'une rigueur
parfaite. Et, le plus souvent, ceux auxquels on parle de courbes sans tangentes ou de
fonctions sans derivées commencent par penser qu’évidemment la nature ne présente
pas de telles complications, et n’en suggeére pas l'idée. C’est pourtant le contraire qui
est vrai. Observons, par exemple un de ces flocons blancs qu’on obtient en salant de

I'eau de savon. De loin, son contour peut sembler net, mais sitét qu’on s’approche un

peu, cette netteté s’évanouit. [ ... ] Si 'on prend une loupe, un microscope, l'incertitude
reste aussi grande car, chaque fois qu’on augmente le grossissement, on voit
apparaitre des anfractuosités nouvelles sans jamais éprouver I'impression nette et
reposante que donne, par exemple, une bille d’acier polie. En sorte que, si cette bille
donne une image utile de la continuité classique, notre flocon peut tout aussi
logiquement suggérer la notion plus générale des fonctions continues sans dérivéees.”

(Jean Perrin, Les atomes 1913)

C. Fermanian Kammerer, S. Jaffard, G. Saes, Images des Mathématiques, 2020
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Fonctions nulle part dérivables

Le mouvement Brownien :
® Promeneur complétement ivre qui sort du bar et se déplace dans une rue droite.
® A chaque pas, comme il est ivre, il choisit aléatoirement un sens ou I'autre.

C. Esser Zoom sur I'analyse multifractale BSSM — Aolt 2022 11/52



Fonctions nulle part dérivables
Le mouvement Brownien :

® Promeneur complétement ivre qui sort du bar et se déplace dans une rue droite

® A chaque pas, comme il est ivre, il choisit aléatoirement un sens ou I'autre.
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Fonctions nulle part dérivables

Le mouvement Brownien :
® Promeneur complétement ivre qui sort du bar et se déplace dans une rue droite.
® A chaque pas, comme il est ivre, il choisit aléatoirement un sens ou I'autre.

® Changement d’échelle de temps et d’échelle d’espace, zoom de plus en plus
précis.
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0 2000 4000 6000 8000 10000
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Fonctions nulle part dérivables

Définition
Un mouvement brownien est un processus stochastique B = {B(t) : t > 0} (famille
de variables aléatoires) tel que

e B(0)=0,

® pourtoutt > Oettouth > 0,ona B(t+ h) — B(t) ~ N(0,h) et
B(t + h) — B(t) estindépendant de ce qui s’est passé avant ¢,

® |es trajectoires de B sont continues.

C. Esser Zoom sur I'analyse multifractale BSSM — Aolt 2022 12/52



Fonctions nulle part dérivables

Définition

Un mouvement brownien est un processus stochastique B = {B(t) : t > 0} (famille
de variables aléatoires) tel que

* B(0) =

® pourtout? > Oettouth > 0,ona B(t+ h) —

B(t)

~ N(0,h) et

B(t+ h) — B(t) est indépendant de ce qui S'est passé avant ¢,

® |es trajectoires de B sont continues.
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Fonctions nulle part dérivables

Définition
Un mouvement brownien est un processus stochastique B = {B(t) : t > 0} (famille
de variables aléatoires) tel que
e B(0) =0,
® pourtoutt > Oettouth > 0,ona B(t+ h) — B(t) ~ N(0,h) et
B(t + h) — B(t) estindépendant de ce qui s’est passé avant ¢,

® |es trajectoires de B sont continues.

Théoréme (Wiener 1923)

Le mouvement Brownien existe !

Théoreme (Paley, Wiener, Zigmund 1933)

Presque slrement, les trajectoires du mouvement Brownien sont nulle part dérivables.
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Régulartié ponctuelle

En 1931, Banach et Mazurkiewicz montrent que “la plupart” des fonctions continues
sont nulle part dérivables.

Question. Comment distinguer la régularité de deux fonctions continues
non-dérivables ? Les espaces usuels ne suffisent pas!

3500 10 2
20
3000 20
15
2500
0 10
2000 5
20
1500 0
40 -
1000 -
61 -10
500 0
15
50
0 20
-500 -100 25
001 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Régulartié ponctuelle

En 1931, Banach et Mazurkiewicz montrent que “la plupart” des fonctions continues
sont nulle part dérivables.

Question. Comment distinguer la régularité de deux fonctions continues
non-dérivables ? Les espaces usuels ne suffisent pas !

x = |x—2] x| — 207 x|z —2[03
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Remarquons que si f est dérivable en x(, on a

[f(z) = f(xo)| < Clz — 20
pour tout = proche de zg.

o F = E DAy
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Régulartié ponctuelle

Remarquons que si f est dérivable en x(, on a
|f (@) = flzo)| < Clz —xo
pour tout z proche de xg.
Définition
Soit f : R — R une fonction localement bornée, « € [0, 1] et 2o € R. On dit que
f € C*(xg) s'il existe une constante C' > 0

[f(z) = f(xo)| < Clo — 2ol

pour tout z proche de xg.
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Régulartié ponctuelle

On peut faire de méme pour créer des espaces intermédiaires entre C? et CP+!.

Si f est de classe CP au voisinage de xg, le théoréme de Taylor assure qu'’il existe un
polynéme P de degré p — 1 tel que

Pl 4k »)
f(.’l?) _ Z f k('ivo) (SL‘ _ mo)k +f p '(g) (.Z‘ . -'L'O)p-
pors ! p!
P(x)
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Régulartié ponctuelle

On peut faire de méme pour créer des espaces intermédiaires entre CP et CP*1,

Si f est de classe C? au voisinage de xg, le théoréme de Taylor assure qu'il existe un
polynéme P de degré p — 1 tel que

Pl oe(k) (»)
fla)=>" fT('”TO)(x ~ z)F +f b '(6) (& — o).
=0 . p:
P(x)

Définition
Soit f : R — R une fonction localement bornée, o > 0 et zg € R. On dit que

f € C*(xg) s'il existe une constante C' > 0 et un polyndme P de degré strictement
inférieur a « tels que

|f(x) = P()] < Clz — o]

pour tout z proche de x.
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Les espaces ponctuels que I'on vient de définir sont emboités les uns dans les autres :
N !
Si o’ < a alors C%(zg) C C* (x0).

o F = E DAy
C. Esser Zoom sur I'analyse multifractale



Régulartié ponctuelle

Les espaces ponctuels que I'on vient de définir sont emboités les uns dans les autres :
Si o’ < a alors C%(zg) C C* (x0).

Définition
Lexposant de Hélder de f en x( est défini par
hy(zo) =sup{a >0: f € C%xo)}.

— hy(xo) informe sur la régularité de f en x¢. Plus il est petit, plus le graphe est
irrégulier au voisinage de x.
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Les espaces ponctuels que I'on vient de définir sont emboités les uns dans les autres :
Si o’ < a alors C%(zg) C C* (x0).

Définition

Lexposant de Hélder de f en x( est défini par

hy(zo) =sup{a >0: f € C%xo)}.

— hy(xo) informe sur la régularité de f en x¢. Plus il est petit, plus le graphe est
irrégulier au voisinage de x.

En particulier,
® sihf(xg) < 1, alors f n'est pas dérivable en o,
® sihy(xg) > 1, alors f est dérivable en zy,
® sihs(xo) = 1, on ne peut rien dire.
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Régulartié ponctuelle

Quid de la fonction de Takagi ?
® On sait qu’elle est nulle part dérivable, donc hs(x) < 1 pour tout .

® Montrons que hy(x) = 1 pour tout x. Pour cela, il faut montrer que f € C*(x)
pour tout o < 1.
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Régulartié ponctuelle

Quid de la fonction de Takagi ?
® On sait qu’elle est nulle part dérivable, donc hs(x) < 1 pour tout .

® Montrons que hy(x) = 1 pour tout x. Pour cela, il faut montrer que f € C*(x)
pour tout o < 1.

® Soith €] —1,1[etj € Ntelque 2-U+Y) < |h| < 277. On calcule

IT(z+h) —T(z)| < i P2+ h) = p(2)] + D |Pnla+ h) — Dp(2)]

n2j <2-n
j—1
< ) 27 |®(2"a + 2h) — ©(2"x)| 42277
=0 <2 |n|
< jlhl+2-277
< tog (G ) 1+ 410
< "

pour |h| suffisamment petit.
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Régulartié ponctuelle

Dans le cas du mouvement Brownien B, on peut montrer que hp(x) = % pour tout x.

Théoréme (Kolmogorov-Centsov — faible)

Soit X = {X(¢t) : t € I} un processus stochastique a trajectoires continues. S'il
existe a > 0, 8 > 0 et une constante C' > 0 vérifiant

E[|X(t) - X(s)ﬂ <Ot — s|i+P

pour tous s, t € I, alors pour tout v € ]0, 3/«[ et pour tout compact K C I, il existe
une variable aléatoire presque slrement finie D > 0 telle que

|X(t) - X(s)| < D[t —s|" Vt,se€K.
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Régulartié ponctuelle

Dans le cas du mouvement Brownien B, on peut montrer que hp(x) = % pour tout x.

Théoréme (Kolmogorov-Centsov — faible)

Soit X = {X(¢t) : t € I} un processus stochastique a trajectoires continues. S'il
existe a > 0, 8 > 0 et une constante C' > 0 vérifiant

E[|X(t) - X(s)ﬂ <Ot — s|i+P

pour tous s, t € I, alors pour tout v € ]0, 3/«[ et pour tout compact K C I, il existe
une variable aléatoire presque slrement finie D > 0 telle que

|X(t) - X(s)| < D[t —s|" Vt,se€K.
Sit > s,ona
E[’B(t)—B(s)ﬂ =t—s

car B(t) — B(s) ~ N(0,t — s), mais cela ne suffit pas...
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Régulartié ponctuelle

Si Z suit une loi normale centrée, on a

B[z = 2 (g [z7))"

pour tout m € Ny. Donc

(2m')

E[|B(t) - B(s)|2m} it — s

et en appliquant le théoréme de Kolmogorov-Centsov
|B(t) — B(s)| < D|t — 5|7 Vt,s € K.
pour v < ==_0On prend ensuite m — +oo.

Conséquence : hp(x) > 1/2 pour tout z € R.
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Régulartié ponctuelle

Considérons la fonction

A@) = ®@)lpy(@) }
T si0<z< % o
— {l-z sit<e<1

0 sinon - - o - P

Décomposition de Lévy du mouvement Brownien
Soiente, 5k, j € N,k € {0,...,27 — 1}, des variables aléatoires i.i.d selon une loi
N(0,1). Pour tout t € [0, 1], on pose
J—1
B(t) = €127 2N(20t — k) + et. 1)
0

+
3
|

I
o
=
Il

J

Alors B = {B(t) : t € [0, 1]} est un mouvement Brownien sur [0, 1].
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Régulartié ponctuelle

Considérons la fonction

A@) = ®@)1py@) §
T si0<z< % o
— {l-z sit<a<1

0 sinon - - o - N

Décomposition de Lévy du mouvement Brownien

Soiente, 5k, j € N,k € {0,...,27 — 1}, des variables aléatoires i.i.d selon une loi
N(0,1). Pour tout t € [0, 1], on pose

400 27 —
ZZE W2PNIE— k) + et . (1)
7=0 k=0 régulier

:=B (t) ressemble a Takagi avec de I'aléatoire

Alors B = {B(t) : t € [0, 1]} est un mouvement Brownien sur [0, 1].
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Critere
Soit f une fonction de la forme

+ J

8

| |
o

<.
I
=)

k—
pour tout

C]kA 2Jt— )
0

S'il existe o €]0, 1[ et D > 0 tels que |c; ;| < D2~ pour tous j, k, alors f € C*(x)

o = = E DA
C. Esser Zoom sur I'analyse multifractale



Régulartié ponctuelle

Critere
Soit f une fonction de la forme

J

8

+

Cj, kA 2Jt — )
k=0

<.
I
=)

S'il existe a €]0, 1[ et D > 0 tels que |c;,x| < D27 pour tous j, k, alors f € C*(z)
pour tout .

En effet, soit i €] — 1, 1[. Fixons J € Ntel que 2~ (/*1) < |n| < 277.Ona

271
P+ h) = @) < |33 (M@ @+ h) — k) — Az — k)
§<J k=0
29 -1 271
ZZc]kAQJx—Fh—k ZZCJkA T — k)
3>J k=0 327 k=0

=T 50 i ke ARIT—ky)|<T 5 ; D270
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Régulartié ponctuelle

271
[f+h) = f@)] < YD lejul|A@ (z+h) — k) = A2w — k)| +4D - 27/
j<J k=0
< > 2D-27%920 p| 44D 27
i<J

IN

4. J20= b 44D - 277

IN

Clh|®

puisque A(27 - —k) est linéaire par morceaux et de pente en valeur absolue < 29+1 et
puisque |h| ~ 277,
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Régulartié ponctuelle

Pour le mouvement Brownien

+o0 29 —1
_ § § ., 9=3/2 Jt _
B(t) = EJ,kZ A(? t k‘) + et
Jj=0 k=0 régulier

il suffit de contréler asymptotiquement les gaussiennes ¢; 5. Grace au lemme de
Borel-Cantelli, on montre que presque slrement, il existe C' > 0 tel que

‘Ejk|<C\/ Vj e N.

ke{o
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Régulartié ponctuelle

Pour le mouvement Brownien

+o0 27 —1
B(t) = . 9—3/2 Ji
(t) Z > e r27 A2 — k) + et
j=0 k=0 régulier

il suffit de contréler asymptotiquement les gaussiennes ¢; 5. Grace au lemme de
Borel-Cantelli, on montre que presque slrement, il existe C' > 0 tel que

‘Ejk|<C\/ Vj e N.

ke{o

Ainsi, on a _ 4 4
e k2792 < C\/25279/% < D27

pour tout aw < 1/2.

Donc B € C*(z) et on retrouve hp(z) > 1/2.
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Ondelettes

Une ondelette est une fonction ¢ : R — R telle que

® | ocalisation : il existe o > 1 tel que
C
)< ——— VzxeR
V@) < T e

® QOscillation : il existe N € N tel que
/x”z/)(:r)dx =0 Yne{0,...,N}
R

On impose aussi souvent des conditions de régularité sur .
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Ondelettes
Une ondelette est une fonction ¢ : R — R telle que

® | ocalisation : il existe o > 1 tel que

C
[ ()| < W Ve €R

® QOscillation : il existe N € N tel que
/x”z/)(:r)dx =0 Yne{0,...,N}
R

On impose aussi souvent des conditions de régularité sur .

Base d’ondelettes de ?(IR). Base orthonormée de la forme

bin =280(2 - —k), jkeZ
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Ondelettes

Quelques exemples. Ondelettes de Haar, de Daubechies, de Meyer, de Shannon

=} (=2 E DA
C. Esser Zoom sur I'analyse multifractale



INNN———,
J
Si f € L2(R),

bik =222 - —k),

ke

f=2_2 (@~

JEL kEZ

ou cj,k—QJ/f V(2z — k)dz
fer®)

On dit que les ¢;  sont les coefficients d’ondelettes. On peut les calculer méme si

o = = E DA
C. Esser Zoom sur I'analyse multifractale



Ondelettes

bik =250(2 - —k), jkeZ

Si f € L*(R),
F=Y cinp(2-—k) ou c]k—Zj/f V(2 — k)dz.
JELZ KEL

On dit que les ¢;  sont les coefficients d’ondelettes. On peut les calculer méme si

f¢ LA R)!

® | es bases d'ondelettes sont des bases inconditionnelles de nombreux espaces
fonctionnels

® |'appartenance d’une fonction a de nombreux espaces fonctionnels se traduit par
des conditions simples sur le module de ses coefficients d’ondelettes

® | es coefficients d’ondelettes permettent également de “presque” caractériser la
régularité poncuelle d’'une fonction !
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Ondelettes

® Sij,k € Z, onnote \(j, k) = [£, L[ et c; ), = cy. Lidée est que 1); j, est
localisé “prés de” I'intervalle dyadique A(j, k)

® | es coefficients dominants de f sont définis a partir de maxima locaux de
coefficients d’ondelettes :

dj,k = d)\(j,k) = sup ‘C)\/|
NCA(F,k)
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Ondelettes

® Sij,k € Z, onnote \(j, k) = [£, L[ et c; ), = cy. Lidée est que 1); j, est
localisé “prés de” I'intervalle dyadique A(j, k)

® | es coefficients dominants de f sont définis a partir de maxima locaux de
coefficients d’ondelettes :

dj,k = d)\(j,k) = sup ‘C)\/|
NCA(F,k)

Caractérisation de I'exposant de Hélder (Jaffard 2006)
Si la fonction f est Holdérienne, alors I'exposant de Holder de f en xy est donné par

. . log(dA] (270))
hy(xo) = ljlglﬁg Tlog(277)

ol \;(x) est l'unique dyadique intervalle [-£-, ££L[ d'échelle j qui contient z.

PYADY

c |:k k+1 |: = dj’kN2—hf($)j
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Analyse multifractale

® |a fonction de Takagi et le mouvement Brownien ont le méme exposant de

Holder en chaque point
— Fonctions irréguliéres trés réguliéres!!
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Analyse multifractale

® | afonction de Takagi et le mouvement Brownien ont le méme exposant de
Holder en chaque point

— Fonctions irréguliéres trés régulieres!!

® || existe des fonctions pour lesquelles I'exposant de H6lder change radicalement
d’un point a l'autre : fonctions multifractales.

® | a fonction de Riemann

+

X sin(rn?z)
2

R(z) =

n

3
Il
N
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Analyse multifractale

® | afonction de Takagi et le mouvement Brownien ont le méme exposant de
Holder en chaque point

— Fonctions irréguliéres trés régulieres!!

® || existe des fonctions pour lesquelles I'exposant de H6lder change radicalement
d’un point a l'autre : fonctions multifractales.

® | a fonction de Riemann

= sin(mn?r)
- 5 g
n=1

® Turbulence : Les signaux de vitesse tres irréguliers dans certaines régions et
beaucoup moins dans d’autres, sans que I'on puisse clairement assigner de
frontiéres a ces régions (mélange de régularité apparaissant a toutes les
échelles).
Complexité multi-échelle — fractales.
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® Ensemble fractal
® contient des détails a n'importe quelle échelle
® possede parfois une certaine auto-similarité

® parfois obtenu par une procédure de récurrence simple

o = = E DA
C. Esser Zoom sur I'analyse multifractale



Analyse multifractale
® Ensemble fractal

® contient des détails a n’'importe quelle échelle
® posséde parfois une certaine auto-similarité

® parfois obtenu par une procédure de récurrence simple
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Analyse multifractale
® Ensemble fractal

® contient des détails a n’'importe quelle échelle
® posséde parfois une certaine auto-similarité

® parfois obtenu par une procédure de récurrence simple

Zoom sur I'analyse multifractale

DA




Analyse multifractale
® Ensemble fractal

® contient des détails a n’'importe quelle échelle
® posséde parfois une certaine auto-similarité

® parfois obtenu par une procédure de récurrence simple
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Analyse multifractale

® Ensembile fractal
® contient des détails a n’'importe quelle échelle
® posséde parfois une certaine auto-similarité
® parfois obtenu par une procédure de récurrence simple

Zoom sur I'analyse multifractale
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Analyse multifractale
® Ensemble fractal

® contient des détails a n’'importe quelle échelle
® posséde parfois une certaine auto-similarité

® parfois obtenu par une procédure de récurrence simple

Zoom sur I'analyse multifractale

DA




Analyse multifractale

® Ensembile fractal
® contient des détails a n'importe quelle échelle
® possede parfois une certaine auto-similarité
® parfois obtenu par une procédure de récurrence simple
[ ]

la “dimension fractale” de I'ensemble est strictement supérieure a sa dimension
topologique.
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Analyse multifractale

® Ensembile fractal
® contient des détails a n'importe quelle échelle
® possede parfois une certaine auto-similarité
® parfois obtenu par une procédure de récurrence simple
[ ]

la “dimension fractale” de I'ensemble est strictement supérieure a sa dimension
topologique.
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Analyse multifractale

® Ensembile fractal
® contient des détails a n'importe quelle échelle
® possede parfois une certaine auto-similarité
® parfois obtenu par une procédure de récurrence simple
® |a “dimension fractale” de I'ensemble est strictement supérieure a sa dimension
topologique.

® |es dimensions fractales peuvent prendre des valeurs non entiéres. Elles
traduisent la maniére dont un ensemble fractal occupe I'espace a toutes les
échelles.

® Dimension de Minkowski
® Dimension de Hausdorff (rend compte de maniére plus fidele de la complexité
géomeétrique de I'ensemble mais plus difficile a calculer ou estimer numériquement)
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Dimension de Minkowski

9 = 32 carrés de
coté + =371

N(3™") =3"

27 = 33 cubes de
coté § =371

N(3fn) — 33n

C. Esser
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Analyse multifractale

Dimension de Minkowski

log 8
8

= 33 carrés de
coté 3 =371

log 20
20 = 3 =3 cubes
de coté 3 =371

C. Esser
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Analyse multifractale

Dimension de Minkowski

log 8
log 3

64 = 82 =32

carrés de coté
1 _9-2
g =3

log 20
202 = 3% 55 cubes
de coté § =372

C. Esser
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Dimension de Minkowski

64 =82 =32
carrés de coté

1 _3-2
9

log 8
Tog3

N(3™") = 3™

N(3™") =3

C. Esser
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Analyse multifractale

Soit B C R™.

Pour tout € > 0, on note N (¢) le nombre de “carrés” de c6té ¢ nécessaires pour
recouvrir 'ensemble.

Si d est la dimension de Minkowski de B, on souhaite avoir

N(g) ~e

Définition
Si elle existe, la dimension de
Minkowski (ou de boite) de S est

o 1 1s0u

log N (¢) T

dimpo.(B) = o+ log(e—1)
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Dimension de Hausdorff

X2

Longueur x2!
x3

L I
T t

Longueur x3'

o F = E DAy
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Dimension de Hausdorff

X2
| Aire x 22
Longueur x2
X3
Longueur x3'
Aire x3?
=] = - = = HA
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Dimension de Hausdorff

X2

Longueur x2!

-
X3

L

Aire x2°
Longueur x3'

X3

e

Changement d’échelle. Si on agrandit d’un facteur A une figure de dimension d, alors

sa “mesure” est multiplié par \.

Aire x3?

C. Esser

Zoom sur I'analyse multifractale




Dimension de Hausdorff

longueur 1

o F = E DAy
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Dimension de Hausdorff

longueur 1

1,1 .1, 1_ 4
longueur s + 5 +3+3 =73

o F = E DAy
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Dimension de Hausdorff

longueur 1

J\— longueur £+ + 3 + 5 =3

longueur 4 X (o5 + o + o + a5 ) = (%)2

o F = E DAy
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Dimension de Hausdorff

longueur 1

1,1 .1, 1_ 4
longueur s + 5 +3+3 =73

2o

longueur 4 X (o5 + o + o + a5 ) = (%)2

Iongueur(%)3

o F = E DAy
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Analyse multifractale

Dimension de Hausdorff

longueur 1

1,1 .1, 1_ 4
longueur s + 5 +3+3 =73

longueur 4 X (o5 + o + o + a5 ) = (%)2

Iongueur(%)3

e

o0

. 4\"
Iongueurngrf (§> = 400
F
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Analyse multifractale

e

x3
A ="“Aire”

I

9A=4A=A=0

C. Esser
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Analyse multifractale

Afu?m?ﬁﬁ,\ <
_

A =“Aire” 9A=4A= A =0

En multipliant par 3, on obtient 4 fois la courbe de départ :

® Plus d’'une “ligne” car4 > 3
® Moins qu’une “surface” car 4 < 32

On a donc besoin de mesures intermédiaires entre les mesures de longueur et les
mesures d’aire.
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Analyse multifractale

Soit B ¢ R" et s > 0. Pour tout § > 0, on pose
H;(B) =infq > diam(B;)* : B C | ] B; etdiam(B;) <4
jEN jEN
Si 0 tend vers 0, 3 (B) croit. On définit la mesure de Hausdorff #° par

H*(B) =supHs(B) = lim H5(B)
§5>0 6—0t
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Analyse multifractale

Soit B ¢ R" et s > 0. Pour tout § > 0, on pose
H;(B) =infq > diam(B;)* : B C | ] B; etdiam(B;) <4
jEN jEN
Si 0 tend vers 0, 3 (B) croit. On définit la mesure de Hausdorff #° par

H*(B) =supHs(B) = lim H5(B)
§>0 6—0t

On obtient des mesures intermédiaires entre les mesures de Lebesgue car

H'(B) = cpLon(B).
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Analyse multifractale

Soit B ¢ R" et s > 0. Pour tout § > 0, on pose
H;(B) =infq > diam(B;)* : B C | ] B; etdiam(B;) <4
jEN jEN
Si 0 tend vers 0, 3 (B) croit. On définit la mesure de Hausdorff #° par

H*(B) =supHs(B) = lim H5(B)
§>0 6—0+

On obtient des mesures intermédiaires entre les mesures de Lebesgue car
H"(B) = cpLrn(B).

Changement d’échelle. On a

| H*(A\B) = NH*(B)]

carsi B C UjeN B, alors AB C UjeN AB;.

C. Esser Zoom sur I'analyse multifractale BSSM — Aolt 2022 36/52



Analyse multifractale

La dimension de Hausdorff permet de déterminer la mesure de Hausdorff la mieux
adaptée a I'ensemble.

On remarque que si s < t, alors H3(B) > 6*~'H%(B). Ainsi
e siH!(B) > 0, alors H*(B) = +oo
® siH*(B) < +oo, alors H!(B) = 0.
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Analyse multifractale

La dimension de Hausdorff permet de déterminer la mesure de Hausdorff la mieux
adaptée a I'ensemble.

On remarque que si s < t, alors H3(B) > 6*~'H%(B). Ainsi
e siH!(B) > 0, alors H*(B) = +oo
® si1*(B) < 400, alors H!(B) = 0.

Il existe une valeur critique pour laquelle le graphe de s — H*(B) “saute” de +o0o a 0.

0

H'(B)

La dimension de Hausdorff dimy, (B) de B
est définie par

dimy (B) = sup{s > 0: H*(B) = co}.

0

dimy(B)

s

Dans le cas de la courbe de Von Koch C, ona H!(C) = +o0 et H2(C) = 0.
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Lensemble de Cantor

Pour tout n, soit C,, 'ensemble obtenu a la n® étape de la construction.
® |'ensemble C,, est composé de 2" intervalles de longueur 3~"™. Donc la mesure
de C,, est ()"

® La mesure de Lebesgue de I'ensemble de Cantor C' = [ C,, est donc nulle.

neN

C. Esser Zoom sur 'analyse multifractale BSSM - Ao(it 2022 38/52



Lensemble de Cantor

Pour tout n, soit C,, 'ensemble obtenu a la n® étape de la construction.

® |'ensemble C,, est composé de 2" intervalles de longueur 3~"™. Donc la mesure
de C,, est ()"

® La mesure de Lebesgue de I'ensemble de Cantor C' = [ C,, est donc nulle.

neN
® |dée intuitive : On décompose C' = Cy U C) ol Cy et C; sont obtenus a partir de
C par un facteur d'échelle 1/3. Donc

1P (C) = H(Ca) + H(C)) = <>S”HS(C) + ( >SHS(C).

Si0 < H*(C) < +oc,onadonc 1 =2 (l)s, cad s = 82 Donc

3 log3-
: _ log2
dimy (C) = Toe3
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Lensemble de Cantor

Pour tout n, soit C,, 'ensemble obtenu a la n® étape de la construction.
® |'ensemble C,, est composé de 2" intervalles de longueur 3~"™. Donc la mesure
de C,, est ()"

® La mesure de Lebesgue de I'ensemble de Cantor C' = [ C,, est donc nulle.

neN
® Pourtoutn,ona C C C,,. Donc

Hiz-n(C) < Z diam([)® =2"37"° =1
ICC,

sis = 1252, Donc H*(C) < +oo dou dimy (C) < s = 252,

® || faudrait encore montrer I'autre inégalité.
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Analyse multifractale

On a toujours
dim?‘l (B) < di—mbox(B)

mais la dimension de Hausdorff est plus compliquée a calculer.

Exemple. Le graphe de la fonction de Weierestrass

+oo
Wap(z) = Z a® cos (bkm:).
k=0
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Analyse multifractale

On a toujours

mais la dimension de Hausdorff est plus compliquée a calculer.

Exemple. Le graphe de la fonction de Weierestrass

Wap(x) = Z a¥ cos (bkwx).
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Analyse multifractale

On a toujours
dimy(B) < dim,,(B)

mais la dimension de Hausdorff est plus compliquée a calculer.

Exemple. Le graphe de la fonction de Weierestrass

—+oo
Wap(x) = E a” cos (bFmz).
k=0
. _ _loga
Sion pose a = Tog b’ alors

® dimg,,Graph(W, ;) =2 —a aveca = —llgé‘g (Kaplan, Mallet-Paret, Yorke 1984)
® dimyGraph(W, ;) <2 —«
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Analyse multifractale

On a toujours
dimy(B) < dimy, (B)

mais la dimension de Hausdorff est plus compliquée a calculer.

Exemple. Le graphe de la fonction de Weierestrass

+oo
Wap(z) = E a® cos (bkmb).
k=0
: _ _loga
Sion pose a = Tog b’ alors

® dimpeGraph(W, ) = 2 — a (Kaplan, Mallet-Paret, Yorke 1984)
® dimyGraph(W, ;) =2 — o (Keller 2017, Shen 2018)
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Et 'analyse multifractale ?

Pour de nombreuses fonctions multifractales, I'exposant de Holder change d’un point a
I'autre d’'une maniére tellement erratique que les ensembles

El ={zcR:hs(z) =a}

sont des ensembles fractals. Afin d’avoir une idée géométrique de la répartition des
différentes irrégularités de f et de leur importance, on introduit le spectre multifractal
d défini par

ds:a €0, +0c] = dimy Ef.
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Analyse multifractale

Exemple (Jaffard 1996). Pour la fonction de Riemann R(x) = Z+°° w ,ona

4h—2 sihe[3,3]
dR(h) =40 sih = %
—00 sinon.

025 05 075

—

La fonction de Riemann est seulement dérivable aux points de la forme § avec p, q

impairs.
C. Esser Zoom sur I'analyse multifractale
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Analyse multifractale

® |e calcul de la dimension de Hausdorff est impossible a effectuer sur des “vrais”
signhaux.

® De nombreuses techniques existent pour estimer le spectre multifractal d’'un
signal f.

® Elles sont basées sur des idées de Frisch et Parisi (1985) et sont utilisées pour la
classification de sigaux et la sélection de modeles.

® | es techniques basées sur les ondelettes et les coefficients dominants sont tres
utilisées en pratique.
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Méthode des coefficients dominants

On considére la fonction d’échelle 7, définie par

log277% Zj:ol dj 21 ,
T = ; i § : q ., 9(1-74(q))
7(0) = ljlgl—&}guf log 27 -6 P djp~ 27 o

Le spectre multifractal de f est alors estimé par la fonction

Ly :hw~—inf{hg—714(q)} +1
q
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Méthode des coefficients dominants

On considére la fonction d’échelle 7, définie par

log 277 Zij:ol dj 2] »
e = ; ; q . 9=7s(a))
Tr(4) = ljlgligof log 27 -6 I;) djp~ 27 o

Le spectre multifractal de f est alors estimé par la fonction

Ly :h—inf{hg—71s(q)} +1
q

Argument heuristique. Si A est un intervalle dyadique contenant un point x tel que
hs(z) = h, alors dy ~ 27", En utilisant la définition de la dimension, il y a 2% (")
tels intervalles. La contribution de ces intervalles dans la somme est donc

ody (h)—qh)j
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Analyse multifractale

Z dd ~ o(1=7¢(a))j

AEA;

La contribution dominante sera celle correspondant a un h tel que I'exposant
d¢(h) — gh estle plus grand possible

= sup {dy(h) —gh} =1 -74(q)

o = = E DA
C. Esser Zoom sur I'analyse multifractale



Analyse multifractale

Z di ~ 9(1=77(9))j
)\GA]'

La contribution dominante sera celle correspondant a un h tel que I'exposant
ds(h) — gh est le plus grand possible

= sup {ds(h) —qh} =1 —74(q)

— inf{hg — (@)} + 1= ds(B)
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Analyse multifractale

Z di ~ 9(1=77(9))j
AGA]'

La contribution dominante sera celle correspondant a un h tel que I'exposant
ds(h) — gh est le plus grand possible

= s:p {df(h) - qh} =1—7/(q)

— inf{hg —7(@)} + 1= ds(h)

® Ly estindépendant de la base d’'ondelettes choisie
® Cette formule est satisfaite pour de nombreuses fonctions et processus aléatoires

® Elle est satisfaite pour “presque toutes” les fonctions de nombreux espaces
fonctionnels.
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Validation de modeles en turbulence

Données expérimentales comparées avec les prédictions de certains modéles de

cascades d’énergie (Kolmogorov 41, log-normal, binomial)

® ]

(a) -3/

These de J.F. Muzy, 1993
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Analyse multifractale

Détection de cancer lors de mammographies (mono vs
multi)

T T T
(c)
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P, Kestener, J.M. Lina, P. Saint-Jean et A. Arneodo 2001

u]
|

1

ul
i
S
el
?

C. Esser Zoom sur I'analyse multifractale



Analyse multifractale

Quelques questions actuelles.

® Prescritpion de spectre : Trouver les conditions nécessaires et suffisantes a
mettre sur une fonction d pour qu'il existe une fonction f qui satisfait dy = d.

® Validité du formalisme : Trouver des critéres (numériquement calculables) qui
assurent que le formalisme est vérifié.

® Régularité plus fine : Comparer | f(z + h) — f(z)| avec des fonctions plus
générales que |h|* (par exemple |h|*log(|h]|™1))

® Analyse multifractale multivariée : Trouver des méthodes d’estimation de

g ga(hasha) = dimigg{a s g, (2) = ha, by, () = o}
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Analyse multifractale ailleurs

Un point de vue général

Soit (X, d) un espace métrique, A un ensemble et pour tout & € A, une propriété
P(«) sur les éléments de X. On pose

Epa) = {r € X : z satisfait la propriété P(«a)}
Le spectre multifractal associé est I'application
aeA— dlmH EP(a)

Si X = Jnca Ep(a), On obtient une classification géométrique des points de X..
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Analyse multifractale ailleurs

Un point de vue général

Soit (X, d) un espace métrique, A un ensemble et pour tout & € A, une propriété
P(«) sur les éléments de X. On pose

Epa) = {r € X : z satisfait la propriété P(«a)}
Le spectre multifractal associé est I'application
a € A dimy Ep(q)
Si X = Jnca Ep(a), On obtient une classification géométrique des points de X..

Exemples.
® Approximation diophantienne
® Fréquence d'apparition de digits

Etude des points rapides du mouvement Brownien
® Etude des points de divergence d’une série de Fourier
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Divergence des séries de Fourier

n

1
Spf(z) = Z creT™RT oy Ck:/ f(t)672i7rktdt
0

k=—n

® Du Bois Raymond (1873) : Il existe une fonction de C(T) dont la série de Fourier
diverge en un point.

® Kahane et Katznelson (1966) : Si A C T est un F,, de mesure de Lebesgue
nulle, il existe f € C(T) dont la série de Fourier diverge en tout point de A.

® Carleson et Hunt (1967) : Si f € LP(T) (p > 1), sa série de Fourier converge
presque partout.
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Divergence des séries de Fourier

n

1
Spf(z) = Z Cke%wkm ol Ck:/ f(t)672i7rktdt
0

k=—n

® Du Bois Raymond (1873) : Il existe une fonction de C(T) dont la série de Fourier
diverge en un point.

® Kahane et Katznelson (1966) : Si A C T est un F,, de mesure de Lebesgue
nulle, il existe f € C(T) dont la série de Fourier diverge en tout point de A.

® Carleson et Hunt (1967) : Si f € LP(T) (p > 1), sa série de Fourier converge
presque partout.

Question .

Soit = un point de divergence du développement de f € LP(T). Caractérisation du
taux de divergence ? Taille de 'ensemble des points ayant un taux de divergence
donné ?
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Sif e LP(T),ona

Sup [Snf ()] < Con |1 f |,

Sia € [0,1/p], que peut-on dire sur la taille de 'ensemble des points x tels que
|Sn f ()] = n*?

o F = E DAy
C. Esser Zoom sur I'analyse multifractale



Analyse multifractale ailleurs

Sif e LP(T),ona

sup 1S, f(@)] < Con' || £1l,

Sia € [0,1/p], que peut-on dire sur la taille de 'ensemble des points x tels que
|Sn f(z)| = n™?

Indice de divergence au point z :

log |'S,,
oy () = inf {2 0: [, ()| = O(n™)} = lim sup %

Spectre mutlifractal de I'indice de divergence :

Dy :a€l0,1/p] — dimy {z : ay(x) = a}
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Sif e LP(T),ona

sup 1S, f(@)] < Con' || £1l,

Sia € [0,1/p], que peut-on dire sur la taille de 'ensemble des points x tels que
|Sn f(z)| = n™?

Indice de divergence au point z :

log |'S,,
oy () = inf {2 0: [, ()| = O(n™)} = lim sup %

Spectre mutlifractal de I'indice de divergence :

Dy :a€l0,1/p] — dimy {z : ay(x) = a}

Bayart, Heurteaux (2011)
Quasi-toute fonction f € LP(T) satisfait

Df(a) =1—ap, Yael0,1/p]
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